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Введение.

Треугольник – простейшая  фигура плоскости. Три вершины и три стороны. Но изучение треугольника породило целую науку - тригонометрию[1], в которой метрические свойства треугольника выражаются через функции его углов. Эта наука возникла из практических потребностей при измерении земельных участков, составлении карт местности, конструировании машин и механизмов.

   Первые упоминания о треугольнике[2] и его свойствах мы находим в египетских папирусах более чем 4000- летней давности. В частности, там упоминается способ нахождения площади равнобедренного треугольника. Эта площадь находится как произведение половины основания на боковую сторону.

   Через 2000 лет в Древней Греции изучение свойств треугольника, достигает высокого уровня – достаточно вспомнить теорему Пифагора[3] и формулу Герона[3].

   После длительного упадка культуры и, в частности, математики, с XV- XVI веков началось Возрождение. Вновь появилось огромное количество исследований свойств треугольника, особенно в XVIII веке. Эти исследования составили большой раздел планиметрии, получившей название «Новая геометрия треугольника».

1.1 Обоснование выбора данной темы.

Со свойствами треугольника я столкнулась в курсе геометрии 7 класса. Учитель познакомил нас с тремя замечательными точками треугольника: точками пересечения биссектрис[3], медиан[3] и высот[3] треугольника. У меня возникло много вопросов. А существуют ли еще замечательные точки? Почему их назвали замечательными? Для чего они нужны и какую информацию несут. Как их можно найти наиболее простым способом. Это как раз в своей работе решила выяснить.

1.2 Задачи.

1.      Доказать существование замечательных точек по методике Эрдниева,     которые изучаются в школьном курсе геометрии. Определить их замечательность.

2. Выяснить, существуют ли еще замечательные точки.

3. Попробовать доказать их существование по методике Эрдниева.

2. Собственные исследования по данной теме.

2.1 Замечательные точки в школьном курсе геометрии.

Пролистав учебник геометрии[4], я выяснила, что в курсе школьной программы, мы будем изучать еще одну замечательную точку –  пересечения серединных перпендикуляров[4]. Для наглядности в изучении геометрии основные элементы треугольника удобно обозначать одними и теми же буквами, сходственными знаками (рис.1). Докажем существование этих точек с помощью метода Пюрвя Мучкаевича Эрдниева[5]. 

1. Первая замечательная точка треугольника. Ортоцентр.

Определение. Перпендикуляр, опущенный из вершины треугольника на противоположную сторону (или ее продолжение), называется высотой треугольника (рис. 2).

         Задача 1: Перегибанием листа бумаги проверить теорему: три высоты треугольника (или их продолжение) пересекаются в одной точке (рис.3).

          Решение.

А) Вырежем из плотной бумаги треугольник АВС.

Б)  Перегнем треугольник так, чтобы линия сгиба ВВ1 проходила через вершину В треугольника, причем вершина С отогнутой части должна оказаться на прямой АС, тогда имеем ВВ1 ┴ АС.

В)  Вернем отогнутую часть в прежнее положение.

Г)   Перегнем треугольник через вершину С так, чтобы вершина В оказалась на прямой ВА. Мы провели высоту СС1= h из вершины С.

Д)  Вернем эту часть листа в прежнее положение. Пересечение двух высот h и  h – точка H.

Е)  Так же найдем высоту АА1= h.

Ж)  Вернем отогнутую часть листа в прежнее положение. Мы видим, что третья высота h также прошла  через точку H (рис.3 а-ж). Три высоты пересеклись в одной точке H. Удивительно!

  Точка пересечения высот (или их продолжений) называется ортоцентром треугольника (от греческого слова «орто»- прямой). Ортоцентр треугольника называется «первой замечательной точкой треугольника». Данная теорема вызывала большое удивление у самого Эйнштейна.

2. Вторая замечательная точка треугольника. Центр описанной окружности.

Определение. Прямая, проходящая через середину отрезка, перпендикулярно ему, называется серединным перпендикуляром этого отрезка (рис.4).

           Задача 2: Перегибанием листа бумаги проверить теорему: три серединных перпендикуляра пересекаются в одной точке (рис.5).

         Решение.

А) Вырежем из плотной бумаги треугольник АВС.

Б) Сначала найдем середину С1 отрезка АВ с помощью циркуля и линейки.

В)  Перегнем треугольник через середину С1 так, чтобы вершина А совпала с вершиной В.

Г)  Вернем отогнутую часть в прежнее положение.

Д)  Найдем середину А1 отрезка СВ с помощью циркуля и линейки.

Е)  Перегнем треугольник через середину А1 так, чтобы  вершина С совпала с вершиной В.

Ж)  Вернем эту часть листа в прежнее положение. Пересечение двух серединных перпендикуляров – точка О.

З)  Так же найдем серединный перпендикуляр в точке В1.

И)  Вернем отогнутую часть треугольника в прежнее положение. Мы видим, что третий серединный перпендикуляр  также прошел через точку О (рис.5 а-з).

  Точка пересечения трех серединных перпендикуляров – точка О удалена на одно и то же расстояние от трех вершин треугольника АВС. Центр описанной около треугольника окружности называют «второй замечательной точкой треугольника».

3. Третья замечательная точка треугольника. Центр тяжести треугольника.

Определение. Отрезок, соединяющий вершину треугольника с серединой противоположной стороны, называется медианой треугольника (рис.6).
    Задача 3: Перегибанием листа бумаги проверить теорему: три медианы треугольника пересекаются в одной точке (рис.7).

Решение.

А) Вырежем из плотной бумаги треугольник АВС.

Б) Перегнем треугольник АВС так, чтобы точка С совпала с точкой А. (Мы нашли середину стороны АС – точку В1.) Разогнем листок. Отрезок ВВ1 есть медиана треугольника.

В)  Тем же способом проведем медиану АА1.

Г) Так же строим медиану СС1 (рис7а-г).

 Точка Ц пересечения медиан треугольника – это «третья замечательная точка треугольника». Она называется центром тяжести треугольника.

4. Четвертая замечательная точка треугольника. Центр вписанной окружности.

Определение. Отрезок биссектрисы угла треугольника, соединяющий вершину треугольника с точкой противоположной стороны, называется биссектрисой треугольника (рис.8).
Задача 4. Перегибанием листа бумаги проверить теорему: три биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке (рис. 9).

Решение.

А) Вырезать из бумаги треугольник АВС. 

Б)  Перегнуть треугольник так, чтобы линия сгиба прошла  через вершину А и сторона АС пошла по стороне АВ.

В)  Отогнуть загнутую часть. Линия сгиба АА1- биссектриса угла А треугольника.

Г) Таким же образом построим биссектрисы ВВ1 и СС1 двух других углов треугольника.

Д) Точка пересечения биссектрис - точка W(рис.9 а-г).

Точка пересечения биссектрис треугольника называется «четвертой замечательной точкой треугольника». Эта точка является центром вписанной окружности треугольника.

Все четыре замечательные точки (рис. 10), просто необходимы при построении геометрических фигур и чертежей, на плоскости и в пространстве. А доказать, применив методику Эрдниева, сможет каждый. 

2.2. Замечательные точки.

В эпоху Возрождения, было сделано много открытий в области изучения свойств треугольника, его замечательных точек. 

Вот одна из замечательных теорем того времени, принадлежащая Леонарду Эйлеру: «Середины сторон треугольника, основания его высот и середины отрезков высот от вершины до точки их пересечения лежат на одной окружности». Эта окружность изображена на рисунке 11. Она обычно называется «окружностью девяти точек», (по количеству замечательных точек, через которые она проходит). 

   Известно, что Наполеон часть своего свободного времени посвящал занятием математикой. Ему приписывают такую красивую теорему: «Если  на сторонах треугольника во внешнюю сторону построить равносторонние треугольники, то их центры будут вершинами равностороннего треугольника» (рисунок 12) Этот треугольник называется «внешним треугольником Наполеона».

  Находки, в геометрии треугольника, есть и в нашем веке. Так, в 1904 году американский математик Ф. Морли доказал, что если из каждой вершины треугольника провести лучи, делящие соответствующий угол на три равные части (трисектрисы угла), то точки пересечения смежных трисектрис углов являются вершинами равностороннего треугольника (рисунок 13).

Немецкий ученый (конец ХIХ века) К. Фейербах доказал, что окружность, вписанная в треугольник, касается и всех его вневписанных окружностей (то есть окружностей, касающихся одной из сторон и продолжений двух других сторон, рисунок 14).

Точкой Нагеля N называется точка пересечения отрезков, соединяющих вершины треугольника с точками касания соответствующих вневписанных окружностей (рис. 15).

Точкой Лемуана называется точка L, сумма квадратов расстояний, от которой до сторон треугольника -  минимальна (рис. 16). 

Если на сторонах треугольника АВС построить во внешнюю сторону правильные треугольники АВС1, СВА1 и АСВ1, то прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекутся в одной точке Т, называемой точкой Торричелли (рис. 17).

Если в треугольнике АВС соединить его вершины с точками касания вписанной окружности, то полученные отрезки пересекутся в одной точке G, называемой точкой Жергонна (рис. 18).

Это все виды замечательных точек, которые мне удалось найти в дополнительной литературе. Докажем существование двух из них по методу Эрдниева.

2.3. Доказательство по методу Эрдниева.
1. Точка Торричелли.

Задача 1. Перегибанием листа бумаги проверить теорему: Если на сторонах треугольника АВС построить во внешнюю сторону правильные треугольники АВС1, СВА1 и АСВ1, то прямые АА1, ВВ1 и СС1 пересекутся в одной точке Т.

1. Построить на листе бумаги треугольник АВС.

2. На сторонах треугольника АВС построить во внешнюю сторону правильные треугольники АВС1, ВСА1 и АСВ1.

3. Вырезать полученную фигуру (рис. 19).

4. Перегнуть фигуру так, чтобы линия сгиба прошла через вершины А и А1.

5. Отогнув загнутую часть, получим отрезок АА1.

6.  Таким же образом получим отрезки ВВ1 и СС1.

7.  Точка пересечения отрезков – точка  Т (рис. 17) –точка Торричелли.

Эта точка обладает замечательным экстремальным свойством: если наибольший угол треугольника меньше 120º, то сумма расстояний от вершин треугольника до точки Т меньше, чем до любой другой точки плоскости.

2. Точка Жергонна.

Задача 2. Перегибанием листа бумаги проверить теорему: Если в треугольнике АВС соединить его вершины с точками касания вписанной окружности, то полученные отрезки пересекутся в одной точке G.

1. Вырезать из бумаги треугольник АВС и вписать в него окружность (рис. 20).

2. Соединить вершину а с противоположной  ей А1 - точкой касания вписанной окружности.

3. Отогнув загнутую часть, получим отрезок АА1.

4. Таким же образом получим отрезки ВВ1 и СС1.

5. Точка пересечения отрезков – точка G (рис. 18) – точка Жергонна.

 Существуют и другие доказательства этих точек, но этот метод самый простой.

3. Выводы.
1. Все замечательные точки треугольника, которые мне удалось найти в справочниках, несут дополнительную информацию, которая облегчает построение треугольников и окружностей.
2. Эти знания помогают не только для построения точных чертежей, но и для проектирования точных конструкций, например висячих мостов и обшивки самолетов и ракет.
3.Существует прибор для обнаружения магнитного поля в точке – это компас. 
4. С помощью магнитной рамки, в любой комнате, можно найти аномальные точки Земли.
5. Существование всех замечательных точек, можно доказать самым простым способом, используя метод Пюрвя Мучкаевича Эрдниева.

6. Существует возможность открытия новых замечательных точек треугольника.
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